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Аннотация. Рассмотрена задача онлайн-оценивания параметров моделей линейной регрессии при наличии 
линейно зависимых элементов в регрессоре. Однако из-за линейной зависимости оценить все параметры не 
представляется возможным. Предложен метод, позволяющий оценить параметры, соответствующие линейно 
независимым элементам регрессора. Метод включает два этапа. На первом этапе выполняется преобразование 
исходной модели регрессии с неизвестным вектором параметров к модели с новым неизвестным вектором пе-
ременных. Таким образом, задача оценивания параметров приводится к задаче синтеза наблюдателя. На втором 
этапе синтезируется адаптивный наблюдатель нового вектора переменных, позволяющий одновременно оценить 
искомый вектор параметров.
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Abstract. The problem of online estimation of parameters of linear regression models in the presence of linearly 
dependent elements in the regressor is considered. To solve the problem, a method is proposed that allows estimating 
the parameters corresponding to independent elements of the regressor. The method includes two stages. At the first 
stage, the original regression model with unknown vector parameters is transformed into a model with a new unknown 
vector method. Thus, the problem of measuring parameters leads to the problem of synthesizing an observer. At the 
second stage, an adaptive observer of the new vector of variables is synthesized, which allows simultaneously estimating 
the desired vector of parameters.

Keywords: parameter estimation, linear regression, linear dependence, convergence, dynamic regressor extention, 
Gram-Schmidt orthogonalization

For citation: Ovcharov A. O., Vedyakov A. A. Method of estimation of parameters of linear regression model with 
linearly dependent elements. Journal of Instrument Engineering. 2024. Vol. 67, N 8. P. 670–677 (in Russian). DOI: 
10.17586/0021-3454-2024-67-8-670-677.

Введение. Большинство современных алгоритмов управления основано на математической 
модели, использующей параметры и сигналы объектов. Некоторые из этих величин не могут 
быть измерены напрямую, или их измерение может быть затруднено (пример: моменты инерции 
звеньев манипулятора или магнитный поток в электродвигателе).

Линейная регрессионная модель (ЛРМ) [1] играет важную роль в задачах идентификации 
и используется во многих методах онлайн- и офлайн-оценивания. В настоящей работе рассма-
триваются преимущественно методы онлайн-оценивания. Сходимость оценок неизвестных 
параметров к действительным значениям гарантируется при соблюдении специальных усло-

mailto:ovcharov.alex.o@gmail.com
mailto:ovcharov.alex.o@gmail.com


JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2024. Vol. 67, N 8� ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2024. Т. 67, № 8

 Метод оценивания параметров линейных регрессионных моделей с линейно зависимыми элементами 671

вий, накладываемых на регрессор. Для экспоненциальной сходимости градиентного метода 
оценивания параметров требуется выполнение условия неисчезающего возбуждения (НВ) [2], 
которое не всегда возможно обеспечить на практике [3, 4]. Чтобы преодолеть эту проблему, 
некоторые исследователи находят необходимые и достаточные условия для различных типов 
сходимости. Лоран Прали описывает достаточные условия для асимптотической сходимости 
[5]; необходимое и достаточное условие для глобальной асимптотической сходимости найдено 
Барабановым и др. [6]. Расширенный анализ данных работ при наличии помех в измерениях 
представлен в исследованиях Ефимова, Барабанова и др. [7, 8]. 

Использование других подходов позволяет преобразовать исходную регрессионную модель 
и получить новое условие сходимости с другими свойствами. Например, метод динамического 
расширения регрессоров и оценки смешивания (ДРСР) [3] преобразует исходную ЛРМ в набор 
скалярных регрессий. Метод обеспечивает асимптотическую сходимость, если новый скалярный 
регрессор не является квадратично интегрируемым, более того, нет прямой связи между этим 
условием и НВ [3].

В некоторых работах условия возбуждения ослабляются до условий интервального, 
или  начального, возбуждения (ИВ) за счет внутреннего хранения результатов предыдущих 
 измерений. Например, в статье [9] предложены дополнительные преобразования для скаляр-
ных моделей ДРСР, при этом интегратор и блок задержки используются для хранения прошлых 
измерений в регрессоре. Это позволяет ослабить условие квадратичной неинтегрируемости 
до ИВ.

Метод одновременного обучения, предложенный в работе Чаудхари и Джонсона [10] и 
доработанный в статьях Чаудхари и др. [11, 12] и Камалапуркар и др. [13], позволяет хранить 
данные в матрице наблюдений. Алгоритм выбора сохраняет такие значения измерений, кото-
рые максимизируют минимальное сингулярное число матрицы наблюдений. Затем параметры 
модели оцениваются градиентным методом с использованием полученного набора данных и 
текущих измерений. Метод гарантирует экспоненциальную сходимость ошибки оценки к нулю 
для матрицы наблюдений полного ранга, которая может быть построена по данным за конечный 
интервал времени.

Группа методов композитного обучения, предложенных в работе Пана и др. [14–16], со-
храняет данные измерения не в матрице наблюдений, а с помощью интеграторов. Одним из 
параметров интегратора является размер окна интегрирования, который в некоторых случаях 
сложно выбрать. Для экспоненциальной сходимости ошибки оценивания к нулю условие НВ 
ослаблено до ИВ.

Подход Басу Роя и др. [17, 18] также обеспечивает экспоненциальную сходимость при вы-
полнении условия ИВ, он не требует предварительного измерения выбора окна интегрирования, 
поскольку методы проверяют определитель матрицы. Подробное сравнение параллельного и 
комбинированного обучения представлено в статье [18].

Другой способ ослабить условие возбуждения — использовать модифицированный алго-
ритм оценивания. В работах Герасимова и др. [19], Ортеги и др. [20] представлены каскадные 
методы оценивания параметров за конечное время. Эти методы также основаны на ДРСР и 
обеспечивают сходимость за конечное время при выполнении условия ИВ. Принцип их работы 
основан на известном решении дифференциального уравнения динамики ошибки оценивания, 
благодаря чему удается предсказать значение, к которому сойдется оценка градиентного метода 
вместе с ДРСР. Робастные оценки на основе ДРСР со сходимостью за конечное время и осла-
бленным условием возбуждения представлены Ефимовым и др. в статье [21].

Настоящая работа является логическим продолжением статьи [22], в ней представлен 
метод оценивания параметров ЛРМ при наличии линейно зависимых элементов в регрессоре, 
т. е. когда не выполняется условие интервального возбуждения. Предложенный метод обеспе-
чивает приведение задачи оценивания параметров к задаче синтеза наблюдателя для нового 
вектора неизвестных и на этой основе из оценки наблюдателя восстановление неизвестных 
параметров.
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﻿Метод оценивания параметров. Рассмотрим линейную регрессионную модель c регрес-
сором ω(t) ∈ ℝn, соответствующим вектором параметров θ ∈ ℝn и скалярным выходом y(t) ∈ ℝ, 
с линейно зависимыми элементами ωi(t) в регрессоре:

	 y(t) = ω(t)Tθ,	 (1)

здесь сигналы y(t) и ω(t) — измеряемые величины, θ — вектор неизвестных параметров. 
Для представленной модели необходимо синтезировать метод оценивания, обеспечиваю-

щий сходимость к нулю ошибки оценивания параметров, соответствующих линейно незави-
симым элементам регрессора:

	 lim
t→∞

 θj = 0,	 (2)

где ошибка оценивания определяется как разница между истинным значением параметра и его 
оценкой θj = θj – θj(t). На скользящем временном интервале регрессор ω(t) должен удовлетворять 
условию полунеисчезающего возбуждения (semi-PE) [23]: 

	 ∫
t+T

t
ω(s)ω(s)Tds ≥ β�	Em	 0

	 0	 0
�,	 (3)

где β > 0, T > 0 — настраиваемые постоянные, Em — единичная матрица размером m, причем 
m < n. Важно учесть и классические допущения, накладываемые на модель:

1) сигналы y(t) и ω(t) ограничены;
2) вектор ω(t) тождественно не равен нулю.
Представим основные положения метода. Согласно условию полунеисчезающего воз-

буждения, в регрессоре могут присутствовать линейно зависимые элементы. Для определения 
порядковых индексов этих элементов выполняется динамическое расширение исходной моде-
ли (1), после чего к расширенному регрессору применяется ортогонализация Грама–Шмидта. 
Этот же процесс используется для получения новой модели с диагональной матрицей-регрес-
сором. Здесь задача оценивания параметров θ формируется через задачу синтеза наблюдателя 
для нового неизвестного вектора ρ(t). Для ее оценивания предложен адаптивный наблюдатель, 
позволяющий вместей с оценкой ρ получить оценку параметров θ. Для улучшения восприятия 
и простоты изложения переменная времени t далее опускается.

На первом шаге выполняется расширение исходной модели (1) с помощью линейного 
стационарного фильтра ℋ{·}, который выражается системой:

	 ẋ = diag{α}x + α(·),	 (4)

здесь настраиваемые параметры α ∈ ℝ>0
n . К левой и правой части модели (1) применяется фильтр 

ℋ{·}, в результате получается расширенная система:

	 z = Φθ	 (5)

c расширенным регрессором Φ = ℋ{ωT} ∈ ℝn×n и вектором z = ℋ{y} ∈ ℝn.
На втором шаге выполняется преобразование расширенной модели (5) и задачи оценивания 

параметров к синтезу наблюдателя. С помощью ортогонализации Грама–Шмидта расширенный 
регрессор можно представить в виде Φ = QK, отсюда и всю модель (5) привести к виду: 

	 ξ = ΛKθ,	 (6)

где новые элементы определяются как ξ = QTz и диагональная матрица Λ = QTQ.
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Доказательство. Расширенная модель (5) рассматривается как линейная комбинация 
столбцов регрессора и параметров:

	 z = Φθ = φ1θ1 + φ2θ2 + … + φnθn.	 (7)

Отсюда с помощью ортогонализации Грама–Шмидта вычисляются значения столбцов 
ортогональной матрицы Q и коэффициенты kij:

	 q1 = φ1,
	 q2 = φ2 – k12q1,
	 q3 = φ3 – k13q1 – k23q2,	 (8)

	 qj = φj – ∑
j–1

i=1
kijqi,

здесь kij = qi
Tφj/�qi

Tqi�. Выразив векторы φj из предыдущих уравнений через qi и kij, линейную 
комбинацию (7) можно переписать относительно векторов qi:

	 φ1θ1 + φ2θ2 + ∑
n

j=3
φjθj = q1θ1 + (q2 + k12q1)θ2 + ∑

n

j=3
�qj + ∑

j–1

i=1
kijqi�θj = 

	 = q1�θ1 + k12θ2 + ∑
n

j=3
k1jθj� + q2�θ2 + ∑

n

j=3
k2jθj� + ∑

n

j=3
qi�θi + ∑

n

j=i+1
kijθj�,	 (9)

или в компактном виде: 

	 ∑
n

j=1
φjθj = ∑

n

j=1
�qj + ∑

j–1

i=1
kijqi�θj = ∑

n

i=1
qi�θi + ∑

n

j=i+1
kijθj�,	 (10)

отсюда, в ходе матричных преобразований, можно получить новую форму:

	 Φ = QK = [q1 q2 … qn]   

1	 k12	 …	 k1n
0	 1	 …	 k2n

			   …
0	 0	 …	 1

   .	 (11)

Учитывая свойство ортогональности матрицы Q и домножив всю расширенную модель 
на матрицу QT, можно записать искомую форму новой модели:

	 QTz = QTQKθ,	 (12)

где матрицы системы (6) определяются двумя уравнениями ξ = QTz и Λ = QTQ.
Далее записывается модель (6) в удобной форме для синтеза наблюдателя и вводится но-

вый неизвестный вектор ρ(t):
	 ξ = Λρ,
	 ρ = Kθ.	 (13)

Затем формируется адаптивный наблюдатель в следующей форме::

	 ρ = Kθ + γρΛ(ξ – Λρ),
	 θ = K–1ρ,	 (14)

где γρ > 0 — настраиваемый коэффициент адаптации градиентного метода. Стоит отметить, 
что Λ — положительно полуопределенная симметричная матрица, поэтому транспонирование 
отсутствует, также K — всегда обратимая матрица.
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Отдельно стоит рассмотреть вычисление производной матрицы K. Из уравнения для 
динамического фильтра (4) следует измеримость производной расширенного регрессора Φ. 
Путем подстановки векторов производных из матрицы Φ в уравнения (8) получается искомая 
матрица K.

﻿Математическое моделирование. Выполнено моделирование предложенного метода на 
примере системы с тремя элементами в регрессоре, где третий линейно зависит от второго:

	 y = [sin(wt) cos(wt) 2cos(wt)]   
θ1

θ2

θ3

   .	 (15)

При моделировании использовались параметры модели w = 5, θ = [5 3 13]T; коэффи-
циент адаптации γρ = 10 000. Решение дифференциальных уравнений выполняется с помощью 
ode23t метода из Matlab. Для оценивания параметров установлены следующие значения фильтра 
расширенной модели α = [1 10 100]T. 

На рис. 1–3 представлены результаты исследований:  рис. 1 — процесс оценивания пе-
ременных ρ (а — оценка ρ, б — ошибка оценивания ρ);  рис. 2 — процесс оценивания θ (а — 
оценка θ, б — ошибка оценивания θ); рис. 3 — переходный процесс компонентов диагонали 
регрессора).

Как видно из рисунков, предложенный метод обеспечивает оценивание параметра, соот-
ветствующего линейно независимому элементу регрессора.

Рис. 1

Рис. 2



JOURNAL OF INSTRUMENT ENGINEERING. 2024. Vol. 67, N 8� ИЗВ. ВУЗОВ. ПРИБОРОСТРОЕНИЕ. 2024. Т. 67, № 8

 Метод оценивания параметров линейных регрессионных моделей с линейно зависимыми элементами 675

З аключение. В статье предложен метод онлайн-оценивания параметров модели с линейно 
зависимыми компонентами в регрессоре. На первом этапе уравнение регрессии со скалярным 
выходом должно быть расширено, как это делается в методе DREM, чтобы получить матрич-
ный регрессор. Ортогонализация Грама–Шмидта используется для того, чтобы найти линейно 
зависимые столбцы в регрессоре и для декомпозиции расширенного регрессора на матрицу  и 
ортогональную матрицу. В завершение получается новая модель, для которой задача оценивания 
параметров формируется как задача синтеза наблюдателя.
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